Mr ABIDI Farid 4 A

Intégrales — Exercices corrigés

A. Aire délimitée par deux courbes

Exercice 1

Lafigure représente la parabole d'équation y = X2 et la
droite d'équation y = x+2.
Calculer I'aire de la partie grisee.

Exercice 2

Lafigure donne les courbes
représentatives des fonctionsf et g

définies par :
x* NG
f (x)—% et g(x)—l—o+1

Calculer I'aire de la partie grisée.
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B. Calculs d'intégrales

Exercice 1
1- Déterminer deux réelsa et b tel -2 , b
- Déterminer deux réelsa sque ol Xl xil

2
2- Calculer sz

12X+ 3x+1
Exercice 2

1 t
1- Caculer [ ——dt.

o 1+e

t 1
2- Montrer que 1 -=1— © - . En deduire f 1 -dt .
1+e 1+e r 1+e

Exercice 3

Calculer f x’Inxdx en effectuant une intégration par parties.
1

C. Intégrales et encadrements

Exercice 1

-t =3
1- Pour tout réel t > 3, montrer que O<e ? <e? .

L
2- Soit 1 (A)= e 2 dx. Montrer que, pour tout A > 3,0 < | (A) < 0,008.

3

Exercice 2

1) Soit f lafonction de lavariable u définie sur ]-oo; 0] par f(u) =e*—1—u.

Dresser |e tableau de variation de f sur ]-oo; 0], en déduire le signe def.

u2

2) Soit g lafonction définie sur ]-o; O] par g(u) = e —1—u-— ER
Dresser |e tableau de variation de g sur ]-oo; 0], en déduirele signe de g.

3) Justifier al'aide des deux questions précédentes que pour tout réel x on a:
4

— X
1-x< © <l-x+ =

1
4) En déduire une valeur approchée a 0,05 pres de f e ¥ dx.
0
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D. Integrale et suite

I- On considére lafonction f définie sur IR par f (X) = e* In(1+€Y).

On note C sa courbe représentative dans le plan rapporté au repére orthogonal (O,i,]) . L'unité
graphique est de 1cm sur |'axe des abscisses et de 10cm sur |'axe des ordonnées.

On admet que lafonction f aletableau de variation suivant :

X ‘ —0 400

1
f(0) \
0

On donne d'autre part le tableau de valeurs suivant :

X -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4
f(x) 0,99 0,98 0,94 0,85 0,69 0,48 0,29 0,15 0,07

Tracer lacourbe C, ains que ses asymptotes.

l1- Soit F lafonction définie sur R par F(x) = f f(t)dt.
0

1. Etudier le sens de variation de lafonction F.

- ’ 1 ' 0
2. a) Vérifier que, pour tout nombre réd t, =1-—— etcaculer [ t -
1l+e 1+e o 1+e

b) En déduire, al'aide d'une intégration par parties, le calcul de F(x).

c) Veérifier que F(x) peut sécrire sous les formes suivantes :
FX)=x—=In(l+e)—-f(x)+2In2

€
F(x) = | -f 2in2
(9= " -f(9 +2n

3. Cdculer l'aire, en unités d'aire, du domaine compris entre la courbe C, |'axe des abscisses et les
droites d'équations x = 0 et x = 4, puis exprimer cette aire en cn2.

eX

4. Déterminer lim F(x) . Donner une interprétation graphique de ce résultat.

11- Soit (u,) lasuite définiesur N* par : U, =f (1) +f(2) +..+f(n)= D e In(1+€").
k=1

1. Hachurer sur lareprésentation graphique un domaine situé sous la courbe C dont l'aire, en unités
daire, est us, Cest adire 1xf (1) + 1xf (2) + 1xf (3) + 1xf (4).

2. Déterminer le sens de variation de la suite (uy).

k
3. @) Justifier que, pour tout entier ktel quel <k <n,ona f (k) < f f(t)dt.
k-1
b) Comparer u, et F (n).

4. Lasuite (u.) est-elle convergente ? Justifier.
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E. Irrationnalité du nombre e

eest lenombreréel tel queIn e =1. Le but du probleme est de montrer que e n'est pas un nombre

rationnel, c'est-a-dire qu'il ne peut pas sécrire sous laforme g avec p et g entiers.

1
Pour tout entier n> 0, onposel,= [ x"e' *dx.
0

1
1) A l'aide d'une intégration par parties, calculer l'intégrale |, = f xe'*dx.
0

2) a) Montrer que pour tout x de [0; 1]: x"<x"e' *<ex".
1
b) Exprimer en fonction de I'entier n l'intégrale J,= [ x"dx .
0

- 1 e
En ir r tout n > <I,< :
c) En déduire que pour tou 0, 1 S Shi

3) Montrer que, pour tout N> 0, on alyg = (N+1) I, — 1.

4) Pour tout entier n > 0 on pose k, = nle- I,.

a) Exprimer k.., en fonction de ki,
b) Calculer k; .

¢) En déduire, al'aide d'un raisonnement par récurrence sur n que k, est un nombre entier pour tout n
strictement positif.

d) Montrer que pour tout n > 1, le nombre n! e =k, + |, n'est pas un nombre entier.

. : : . n! :
5) Soient p et q deux entiers strictement positifs, montrer que pour n = q, Tp est un nombre entier.

En déduire, al'aide de 3b) et ¢) que e n'est pas un nombre rationnel ( On pourra raisonner par
I'absurde).
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A. Aire délimitée par deux courbes

Exercice 1

Ladroite et la parabole se coupent aux points dont |es abscisses sont solutions de I'équation
X=x+2, cestadirex=-1oux=2.
2

L'aire de la partie grisée est donc A = f (Xx+2—x°)dx .
-1

2 3
Comme F(x)=%+2x—% est une primitivedex + 2—x2, on a
10 7 7 9
A=F2)-F(-1) = (—E>—E—E.

Exercice 2

Les deux courbes se coupent aux points dont les abscisses sont solutions de I'équation
4 2

%_%_1 0. En posant X =x2 et en multipliant par 50, on obtient X2—5X —50 = 0.

Cetrindbme a 2 solutions qui sont X =10 et X =-5. Comme X = x2, X doit étre positif, donc
finalement x2 = 10 et les abscisses des points dintersection sont —+/10 et /10.

4

Commeentre —10 et /10, E+l>§ , l'aire de la partie grisée est
V10 2 N
A= f —+1——]dx. Enremarquant lasymétrie de lafigure, on aaussi
I\ 10 50
V10 2 4 3 5 5
X X X X J10° V10
A=2 —+1——|dX = 2| = +X— 10— .
f (10 50) 30 250] ( 10 250)
D'OUA = (10J_0+J—0_050W) = 2815m.

B. Calculs d'intégrales

Exercice 1
L a_ . b =ax+a+2bx+b=x(a+2b)+a+b
T 2x+1 x4+1  (2x+1)(x+1) 2x°+3x+1
) n . 1 ) . a+2b=0 .
Pour gue cette expression soit égdea ———, il suffit que , cequi donne
a Press & 2x°+3x+1 4% la+b=0 a

1 _ 2 1
2X°+3x+1 2x+1 x+1°

a=2etb=-1 Ains
2

2-

‘[ 2x°+3x+1
Sur [1; 2], lesfonctions 2x+1 et x+1 sont positives, de dérivees respectives2 et 1. On
reconnait la forme u'/u, et on en déduit que In (2x+1) et In (x+1) sont des primitives de

2 1

2
f2x+1 ‘fmdx

2x+1 e X+1°
dx 2 10
Ains —— =|In(2x+1)=In(x+1)|.=In5—=In3—=In3+In2=In—..
IZX 24 3x+1 [In )=In( ) 9
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Exercice 2

1- Commeladérivéedel + et est €, on reconnait laforme u'/u. In (1+€) est donc une

t 1
primitive de € - et f dt [In 1+e)] =In(1+e)—In2=In 1+e).
l+e o 1+
t t t 1 1

2- 1- et=1+e te= 1t.Onendéduitque Sdt= ) dt— -

1+e 1+e 1+e o 1+e o 1+e

“In 1+e
o 1+€
Exercice 3
X3

En posant U'(x) = x2, d'ou u(x) = g,puisv(x) Inx, d'ou v(x) = — , on obtient effectuant

une intégration par parties:

_eflenxdx= XIn x e—jix—zdx:ia— x e:§_§+1:2€3+1
1 3 1 1 3 3 9 1 3 9 9 9 '

C. Intégrales et encadrements

Exercice 1

—t?

1- Comme une exponentielle est toujours positive, on abien 0< e? .Dautre part, on a
=t
e

R . t? 3 3 i
=e . Lafonction cp(t)=—E+Et apour dérivée ¢ (t)=—t+§ qui est
t

e
négative lorsquet > 3. ¢ est donc décroissante sur [3; +oof, €t pour tout t > 3, p(t) < ¢(3).
Comme ¢(3)=0, on en déduit que pour tout t > 3, (t) < 0, donc que e”V<1.
o2 = =3
—-<1,donc e? <e?

e2

Nlw

Finalement, celadonne

—X

2- Soit | ( fe dx.

—t -3

Pour tout réel t > 3, 0<e ® <e? , on en déduit ques A >3, IOdt<fe dt<fe dt

A —t? A —3

3 3 9 9 3
—ge_zt] =—g(e_EA— e_E)zge_E—ge_EA .

=3, 2
Comme €  est positif et comme 3e °<0 8 ,onabien, pour tout A > 3,

0 < (A) < 0,008
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Exercice 2

1) Pour toutude]-o; 0] f(uy=eo—1-u et f'(U)=er—1.
e-1<0ee<le ux<O
f(O):O; u - 0
lim €'=0 gonc lim f (u)=+oo f'(u) -

Uu——oo

On obtient le tableau de variation de f +oo
sur J-o0; Q. F ) \
0

f apour minimum absolu 0 sur ]-o0; Q]
donc pour tout u de]-o; 0] f(u) =20

2)Pour tout ude]-«; 0], g(u) =e*—=1—-u— u{ etg (uy=e-1-u=Ff()=0.

2 - u . _
9(0) =0; lim —1—u—;—=—oo et lim €=0 donc u'lr_fl g(u)=—co

U —o0 u— —w

On obtient e tableau de variation de g u | oo 0
sur ]-oo; 0].

g a pour maximum absolu 0 sur ]-o; 0] 9’ *

donc pour tout u de ]-o0; 0], g(u) <O0. 0
3) Commef(u) = 0 et g(u) < 0 pour tout u 9 /
de]-o; 0, onal+usesl+u+ ;—2 -

Pour tout X réel, -x2 € ]-o0; 0]; on peut donc remplacer u par —x?, donc pour tout réel xon a:
4

— X X
1-x¢< € <1-% + 5>

4) En utilisant les propriétés « ordre et intégrale » vues en cours, comme 1 >0on a
1 1

1
[(1-x)dx < fe'xzdx < f(l—x2+x—4)dx,
0

0 0 2
A 1 3 s 1
X —¥ x> X 2 2 2 1
2] < Je'tdx < —~ 42 | donc = < |e'dx € =+—
[X 3 L { [X 3 10, 3 { 3710

1
%+2—10 est une valeur approchée a0,05 pres de fe‘xzdx.
0

Lycée IBN KHALDOUN - RADES page 7 sur10 Année 2007/08



Mr ABIDI Farid Corrigé 4 A

D. Integrale et suite

1. Courbe.

----------------------------------------

1- F(x) =f (x) = exIn(1+e) qui est toujours positif. F est donc croissante sur IR.
X t

1 . € rodt _ e ¢
2- ) Comme ——=1- [ ——= [1dt—[ ——dt. Comme In(1+¢') estune

+e 1+€ " 5y 1+e 3 o 1+¢€
dt

t

t X
- e

primitive de ,ona [

l+e o

=X —In(1+€) + In(1+€°) = X — In(1+e) + In 2.

t

b) On pose u(t) = In(1+€), d'ou u'(t) = %et , et V'(t) = et, dou v(t) = -et. On en déduit, a

I'aide d'une intégration par parties, que
X X —t t
F(X) = fe‘tln(1+et)dt = [—e“ln(1+et)]§—f 2&.
0 o 1+e
Ceci donne F(x) = -e*In(1+e) +In 2 + f
0

c)Commef (X) = e* In(1+€9), le résultat précédent sécrit aussi
F(X) =x—In(1+e) —f (X) + 2In 2.
En remarquant que x = In e, on obtient F(X) = In e« —In(1+e9) —f (X) + 2In 2, soit finalement

X

e
F(xX) = In
() 1+

dt

- = -eXIn(1+e) +In 2 + x—In(1+e) +In 2.

-f(x)+2n2.

eX
4
3- L'aire demandée, exprimeée en unité d'aire, est f f(t)dt = F(4)~ 1,29. Celadonne
0
environ 12,9 cm? sur lafigure.

X X

4- Lorsque x tend vers +oo, tend vers 1, donc In 1i

tend vers 0. Comme de plus f

X X

(x) tend vers 0, on a F(x) qui tend vers 2 In 2. Cela signifie que I'aire du domaine compris
entre la courbe et 'axe des abscisses pour les x positifs est égdea2In 2.
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1. Courbe.

| S B S S S I R S S p— g C e e S N B

I T ]Oll 23 4 5 6 7 8 9 10 11
2- Uns1 = U + f (N+1), comme f (n+1)>0, on a un+1 > Uy, la suite u, est croissante.
3-a) Commef&stdecrmssante on apour tout réel tde[k—l K], f (K) <f (t). En intégrant de

k-1 ak on obtient f f( dt<f f(t)dt, soitf (k) < f f(
k-1

k-1 -1
b) Commeun:f(1)+f(2)+. +f (n), en appliquant le résultat précédent on a
ff )t + jf Jot + ...+ j" f(t)dt, SOit Un < jf t)dt et donc u, < F(n).

c¢) Lasuite F(n) est majorée par 2In 2 car elle est croissante et converge vers 2In 2. Lasuite
Un est donc aussi majorée par 2In 2. Comme nous avons vu qu'elle était croissante, nous
pouvons en déduire qu'elle est convergente vers une limite inférieure ou égale a 2in 2.

E. Irrationnalité du nombre e

1
Dl= f xe' *dx. On pose u' = e-x et v = x; on adonc u = —e-* et V' = 1. Une intégration
0

1
par partiesdonne: I, = [—xe!™]; + [ dx =—1+ [-¢]; =-1-1+e=e-2.
0
<

2)aPour0<x<1l,ona0<1-x
positif X < xnel-* < exn

1, puisl < e < g, et en multipliant par x" qui est

n+1 1

X
n+1j,

1
b) J. = fx”dx =
0

Lycée IBN KHALDOUN - RADES page9 surl10 Année 2007/08



Mr ABIDI Farid Corrigé 4 A

1

1 +1
" 1
b)Jn=fx”dx= X = —.
0 n+1]|, n+1
1 n
n n L1 e
c) Commex" < x"et-* < ex", fx dx<|n<fex dx , soit <I,<
B 0 n+1 n+1

1
3) lna= [ x"e'dx.Onposeu = e-xetv=x"% onadonc u=—e-*et v = (n+1)x. Une
0

1
intégration par partiesdonne : I = [—x"e]y + [ (n+1)x € “dx =—1+ (n+ Dl,.
0

4) @ knn = (N+1)! e= I = (N+1) e+ 1 — (n+1)l, =1+ (n+1)(n! e—1,) =1 + (n+1)k,

byki=1le-l,=e-(e-2)=2.
¢) ki est un nombre entier. Supposons que k;, soit un nombre entier. Alors

knia =1 + (n+1)k, seraaussi un nombre entier. On aains montré par récurrence gque pour

tout entier n supérieur ou égal a1 k, est un nombre entier.

) 1
le=k, + |, ) <l <
d) nle =k, + I,. Or k, est un nombre entier. De plus, <<t 7

0 <1, < 1. Lasomme d'un nombre entier et d'un nombre situé entre O et 1 ne peut pas étre un

donc pour n> 1,

nombre entier, donc n!e n'est pas un nombre entier.

|
5) Pour n > g, n! est divisible par g donc % est un nombre entier.

Si le nombre e était rationnel, il existerait deux entiersp et qtelsquee= g En choisissant

: L. . n! : . .
un entier n supérieur ag, nl e= Tp donc nle serait entier. Or nous avons montré que n'e

n'est pas un nombre entier. 11 y adonc contradiction, e n'est pas un nombre rationnel.
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